
Äâàäöàòûé Ïåðâûé Ðîññèéñêèé Ôåñòèâàëü þíûõ ìàòåìàòèêîâ

Ðåøåíèÿ Ëèãè ñòðàòåãèé. Òðåòèé òóð.

1. Ïîêðàñèì êëåòêè â øàõìàòíîì ïîðÿäêå è äîêàæåì, ÷òî õîðîøèõ ÷åðíûõ, òàê è õîðîøèõ áåëûõ êëåòîê

íå÷åòíîå ÷èñëî. Îòêóäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå çàäà÷è. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ÷åðíûå êëåòêè. Ïðîâåäåì äèàãîíà-

ëè, ñîåäèíÿþùèå èõ öåíòðû, à íà ãðàíèöå òàêæå ïðîâåäåì îòðåçêè äëèíû 2, ñîåäèíÿþùèå öåíòðû áëèæàéøèõ

ãðàíè÷íûõ ÷åðíûõ êëåòîê. Ïîëó÷èëîñü íåñêîëüêî ïðÿìîóãîëüíûõ ðàâíîáåäðåííûõ òðåóãîëüíèêîâ ñ äèàãîíàëüþ

2 è åùå áîëüøåå êîëè÷åñòâî êâàäðàòîâ ñ äèàãîíàëüþ 2. Ïðîâåäåì â êàæäîì òàêîì êâàäðàòå ãîðèçîíòàëüíóþ

äèàãîíàëü. Òåïåðü ïîëó÷èëîñü ìíîæåñòâî òðåóãîëüíèêîâ.

Óòâåðæäåíèå: ÷åòíîñòü êîëè÷åñòâà áåëûõ õîðîøèõ óçëîâ ðàâíà ÷åòíîñòè êîëè÷åñòâà ðàçíîöâåòíûõ òðåóãîëüíèêîâ

â ïîëó÷èâøåéñÿ êàðòèíêå. Èìåííî, êàæäîìó ãðàíè÷íîìó õîðîøåìó áåëîìó óçëó ñîïîñòàâëÿåòñÿ ðàçíîöâåòíûé

òðåóãîëüíèê, äëÿ êîòîðîãî ýòîò óçåë áóäåò ñåðåäèíîé ãèïîòåíóçû. Âíóòðåííèé æå áåëûé óçåë áóäåò õîðîøèì åñëè

è òîëüêî åñëè èç äâóõ òðåóãîëüíèêîâ, ó êîòîðûõ îí ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé ãèïîòåíóçû, ðîâíî îäèí � ðàçíîöâåòíûé.

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî ïðè ïåðåêðàøèâàíèè âíóòðåííåãî (÷åðíîãî) óçëà x ÷åòíîñòü êîëè÷åñòâà ðàçíîöâåòíûõ òðå-

óãîëüíèêîâ íå ìåíÿåòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, òðåóãîëüíèê ÿâëÿåòñÿ ðàçíîöâåòíûõ òîëüêî åñëè â íåì íå÷åòíîå êîëè-

÷åñòâî ñòîðîí âèäà 12. Ñóììèðóÿ ïî òðåóãîëüíèêàì ñ âåðøèíîé x âèäèì, ÷òî êàæäàÿ ñòîðîíà xa ó÷àñòâóåò â

äâóõ èç íèõ, òàê ÷òî íà ÷åòíîñòü êîëè÷åñòâà ñòîðîí 12 âî âñåõ òðåóãîëüíèêàõ ïåðåêðàñêà âåðøèíû x íå âëèÿåò.

Îñòàëîñü ïåðåêðàñèòü â öâåò 1 âñå âíóòðåííèå ÷åðíûå óçëû è çàìåòèòü, ÷òî ðàçíîöâåòíûõ òðåóãîëüíèêîâ ðîâíî

(2009 + 2007)/3 � íå÷åòíîå ÷èñëî.

2. Òàê êàê òî÷êè B è M íå ñîâïàäàþò, òî ïðÿìûå BC è AD íå ïàðàëëåëüíû. Îáîçíà÷èì èõ òî÷êó ïåðå-

ñå÷åíèÿ ÷åðåç T . Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ïðÿìàÿ EF ÿâëÿåòñÿ ïîëÿðîé òî÷êè T îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè, îïè-

ñàííîé âîêðóã ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD, ïîýòîìó ïðÿìàÿ TM êàñàåòñÿ ýòîé îêðóæíîñòè. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî

∠(TM,CM) = ∠(MN,CN). Òàê êàê ïðÿìûå CN è AD ïàðàëëåëüíû, òî ∠(MN,CN) = ∠(MK,LK), ïîýòîìó
îêðóæíîñòü, îïèñàííàÿ âîêðóã òðåóãîëüíèêàKLM , êàñàåòñÿ ïðÿìîé TM . Òîãäà ñ îäíîé ñòîðîíû TM2 = TK ·TL,
à ñ äðóãîé � TM2 = TB · TC, èç ÷åãî ñëåäóò, ÷òî TK · TL = TB · TC, à çíà÷èò òî÷êè K, L, B è C ëåæàò íà

îäíîé îêðóæíîñòè.

3. Ñëîæèì íåðàâåíñòâî î ñðåäíèõ äëÿ 7 ÷èñåë
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âûðàæåíèå â ñêîáêàõ ðàâíî (wk+1 − w−(k+1))/(w − w−1), ÷òî ÿâëÿåòñÿ, êàê íåòðóäíî âèäåòü, ìíîãî÷ëåíîì îò

w + w−1 ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè.

5. Ïóñòü 2k 6 n3 < 2k+1. Åñëè ñðåäè íàøèõ ÷èñåë íàéäåòñÿ ÷èñëî, áîëüøåå, ÷åì 2k, òî îíî óæå áîëüøå ÷åì
n2.99/2 è âñå ÿñíî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðàññìîòðèì òîëüêî ÷èñëà, áîëüøèå, ÷åì n/2. Èõ õîòÿ áû n/2, è õîòÿ

áû n/2k èç íèõ íàõîäÿòñÿ â îäíîì è òîì æå îòðåçêå [2r, 2r+1] äëÿ íåêîòîðîãî r 6 k. Óïîðÿäî÷èì ýòè ÷èñëà è

ðàññìîòðèì òîëüêî ÷èñëà ñ íå÷åòíûìè íîìåðàìè, èõ áóäåò õîòÿ áû n/4k è ïîýòîìó ðàññòîÿíèå ìåæäó êàêèìè-òî
äâóìÿ áóäåò íå áîëüøå, ÷åì 2r/(n/4k − 1) 6 10k · 2r/n. Òàêèì îáðàçîì, ìû íàøëè òðè èç íàøèõ ÷èñåë a < b < c
òàê, ÷òî c− a 6 10ka/n. Çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå ÍÎÊ(a, b, c) · (b− a)(c− b)(c− a) êðàòíî abc, ïîýòîìó
ÍÎÊ(a, b, c) > abc

(b−a)(c−b)(c−a) > ( a
c−a)

3 > (n/10k)3.

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî k ðàñòåò êàê log n, òàê ÷òî ïðè áîëüøèõ n ïîñëåäíåå âûðàæåíèå áîëüøå, ÷åì n2,99, à ïðè

ìàëûõ ìû ïîäáåðåì ïîäõîäÿùåå c.

6. Çàìåòèì, ÷òî −an = {xn+1}−x{xn}. Åñëè T � ïåðèîä ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an, òî èìååì {xn+T+1}−{xn+1} =
x({xn+T } − {xn}) =: f(n). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè f(n) èìååì f(n + 1) = xf(n)
ñ íåêîòîðîãî ìåñòà. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñ íåêîòîðîãî ìåñòà f(n) = 0, òî åñòü g(n) := xn+T − xn = xn(xT − 1) �
öåëîå ÷èñëî. Îòñþäà x = g(n+ 1)/g(n) � ðàöèîíàëüíîå, x = a/b äëÿ âçàèìíî ïðîñòûõ a > b > 1. Íî òîãäà xn �

íåñîêðàòèìàÿ äðîáü ñî çíàìåíàòåëåì bn, è óìíîæåíèå íà xT − 1 íî ïîìîæåò åé ñîêðàòèòüñÿ ïîëíîñòüþ, åñëè n
äîñòàòî÷íî âåëèêî.

7. Íå ìîæåò. Ðàññìîòðèì ãðàô, èíäóöèðîâàííûé ïàðîé öâåòîâ è çàìåòèì, ÷òî â íåì íå äîëæíî áûòü öèêëîâ.

Òîãäà ðåáåð â íåì ñòðîãî ìåíüøå, ÷åì âåðøèí. Äåëàÿ ýòî äëÿ âñåõ ïàð öâåòîâ, ïîëó÷àåì, ÷òî ðåáåð â íàøåì

ãðàôå íå áîëåå, ÷åì â 10 ðàç áîëüøå, ÷åì âåðøèí � ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî èõ áîëüøå â 50 ðàç.



8. Îòâåò: 2(2 + 3 + . . . + (n + 1)) = n(n + 3). Ïðèìåð: ïðÿìûå x = a, y = a, âçÿòûå ïî a + 1 ðàç äëÿ a = 2,
3, . . . , n. Äîêàæåì ïî èíäóêöèè, ÷òî â àíàëîãè÷íîé çàäà÷å äëÿ ïðÿìîóãîëüíèêà 0 6 x 6 A, 0 6 y 6 B ïðÿìûõ

íå ìåíüøå, ÷åì (2 + 3 + . . . + (A + 1)) + (2 + 3 + . . . + (B + 1)). Äëÿ A = 0 èëè B = 0 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî.

Ïóñòü A,B > 1 è äëÿ ïðÿìîóãîëüíèêîâ ìåíüøèõ ðàçìåðîâ (ñêàæåì, ñ ìåíüøåé ñóììîé A + B) óòâåðæäåíèå
äîêàçàíî. Ïîñìîòðèì îòäåëüíî ïðÿìûå x = A + 1. Åñëè òàêèõ ïðÿìûõ õîòÿ áû A + 1, óáèðàåì èõ è ïðèìåíÿåì

èíäóêöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå. Òàê ÷òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî èõ íå áîëåå A, à ïðÿìûõ y = B + 1 � íå áîëåå B.
Îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâà ýòèõ ïðÿìûõ A− δ1 6 A, B− δ2 6 B ñîîòâåòñòâåííî. Çàìåòèì, ÷òî êàæäàÿ èç îñòàâøèõñÿ

ïðÿìûõ ïîêðûâàåò íå áîëåå äâóõ òî÷åê íà ïåðèìåòðå ïðÿìîóãîëüíèêà, à âñåãî èõ íàäî ïîêðûòü õîòÿ áû∑
i
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∑
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= 1B−1(2(j + 1) + δ2) + (1 + δ1) + (1 + δ2) + (1 + δ1 + δ2) >

> 2 ((2 + 3 + . . .+A) + (2 + 3 + . . .+B) + 2 + δ1 + δ2)− 1

ðàç, òàê ÷òî åùå èìååòñÿ õîòÿ áû

(2 + 3 + . . .+A) + (2 + 3 + . . .+B) + 2 + δ1 + δ2

ïðÿìûõ, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

9. Äîêàæåì, ÷òî õîòÿ áû îäíà èç ñôåð, îïèñàííûõ â óñëîâèè, ñîäåðæèò âíóòðè ñåáÿ âåñü ìíîãîãðàííèê. Ñíà-

÷àëà ïðîâåðèì, ÷òî äëÿ ïëîñêîãî ìíîãîóãîëüíèêà A1A2 . . . An (îäíîé èç ãðàíåé íàøåãî ìíîãîãðàííèêà) íàéäåòñÿ

òàêîé íîìåð i ∈ {3, . . . , n}, ÷òî îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà A1A2Ai ñîäåðæèò âíóòðè âåñü ìíîãîóãîëü-

íèê. Äîñòàòî÷íî âûáðàòü i òàê, ÷òî óãîë ∠A1AiA2 ìàêñèìàëåí. Ðàññìîòðèì ñôåðó, ñîäåðæàùóþ ýòó îêðóæíîñòü,

èìåþùóþ äîñòàòî÷íî áîëüøîé ðàäèóñ è öåíòð â òîì æå ïîëóïðîñòðàíñòâå, ÷òî è ìíîãîãðàííèê. Îíà áóäåò ñîäåð-

æàòü íàø ìíîãîãðàííèê. Ïðèáëèæàÿ öåíòð ñôåðû ê ãðàíè, äîáüåìñÿ, ÷òîáû îíà ñîäåðæàëà åùå îäíó âåðøèíó

ìíîãîãðàííèêà. Ïóñòü O �öåíòð ýòîé ñôåðû, P � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà â ìíîãîãðàííèêå. Ïðîâåäåì ÷åðåç ñå-

ðåäèíó îòðåçêà OP ïëîñêîñòü α åìó ïåðïåíäèêóëÿðíóþ. Îäíà èç âåðøèí K ìíîãîãðàííèêà ëåæèò â òîì æå

ïîëóïðîñòðàíñòâå îòíîñèòåëüíî α, ÷òî è P . Òîãäà PK 6 PO 6 1, òî åñòü òî÷êà P ïîêðûòà óêàçàííûìè øàðàìè.

10. Ïóñòü âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ ñòîðîíû AC â òî÷êå B1, à âíåâïèñàííàÿ � â òî÷êå B2. Èíâåðñèÿ

îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè, ïîñòðîåííîé íà îòðåçêå B1B2 êàê íà äèàìåòðå, ïåðåâîäèò ïðÿìóþ B′L â îêðóæíîñòü ω,
ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç ñåðåäèíó M ñòîðîíû AC è êàñàþùóþñÿ âïèñàííîé è âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòåé âíóòðåííèì

è âíåøíèì îáðàçîì ñîîòâåòñòâåííî. Èç åäèíñòâåííîñòè òàêîé îêðóæíîñòè è òåîðåìû Ôåéåðáàõà ñëåäóåò, ÷òî

îêðóæíîñòü ω ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ äåâÿòè òî÷åê òðåóãîëüíèêà ABC. Òàê êàê ïðè ðàññìàòðèâàåìîé èíâåðñèè
âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü ïåðåõîäèò â ñåáÿ, òî òî÷êà B′ ïåðåõîäèò â òî÷êó Ôåéåðáàõà, à òî÷êà L â òî÷êó H. Èç

ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ML ·MH = MB′ ·MF , à çíà÷èò òî÷êè H, L, F è B′ ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.
Ðåøåíèÿ Ëèãè òàêòèê. Òðåòèé òóð.

1. Çàìåòèì, ÷òî f(f(x+y)) = f(f(y+x)), îòêóäà èìååì f(x)+y = f(y)+x. Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ïîëó÷àåì,
÷òî f(x) − x = f(y) − y äëÿ ëþáîé ïàðû íàòóðàëüíûõ x è y. Çíà÷èò, f(x) = x + c, ãäå c � êîíñòàíòà. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, èìååì y + c+ x = f(y) + x = f(f(x+ y)) = f(x+ y + c) = x+ y + 2c, îòêóäà óæå çàêëþ÷àåì, ÷òî c = 0.
Òàêèì îáðàçîì, îòâåò: f(x) = x.

2. Ïóñòü
[
2n

n

]
= 2k, îòêóäà n2k 6 2n 6 n(2k + 1). Ïîäåëèâ 2n íà n ñ îñòàòêîì, èìååì 2n = n2k + r, ãäå

0 6 r 6 n − 1. Åñëè 2k < n, òî 2n = n2k + r 6 n2 + n. Íî ïðî n > 4 âåðíî, ÷òî 2n > n2 + n (ëåãêî ïðîâåðÿòñÿ

ïî èíäóêöèè), òàê ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Åñëè æå 2k > n, òî 2k > r, ñ äðóãîé ñòîðîíû èç

ðàâåíñòâà 2n = n2k + r ìû âèäèì, ÷òî r äåëèòñÿ íà 2k. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî r = 0 è n = 2n−k, ÷òî è òðåáîâàëîñü

äîêàçàòü.

3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêîé ãðàô íàøåëñÿ. Ïóñòü â íåì n âåðøèí, è òîãäà â íåì 3n ðåáåð. Âûêèíåì âåðøèíû

ïåðâîãî öâåòà. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ, â îñòàâøåìñÿ ãðàôå íåò öèêëîâ, à çíà÷èò ýòîò ãðàô � ëåñ íà íå áîëåå, ÷åì n
âåðøèíàõ. Òîãäà â íåì íå áîëüøå n− 1 ðåáðà. Àíàëîãè÷íî â ãðàôå áåç âåðøèí âòîðîãî è âåðøèí òðåòüåãî öâåòà
òîæå íå áîëüøå n − 1 ðåáðà. Íî êàæäîå ðåáðî ïðè òàêèõ îïåðàöèÿõ áûëî ïîñ÷èòàíî ðîâíî 1 ðàç, ÷òî îçíà÷àåò,

÷òî âî âñåì ãðàôå íå áîëüøå 3n− 3 ðåáåð. Ïðîòèâîðå÷èå.

4. Ñîâìåñòèì òðåóãîëüíèêè ABC è A1B1C1 ïî ðàâíîé ñòîðîíå AB òàê, ÷òîáû ñòîðîíû BC è B1C1 ëåæàëè íà

îäíîé ïðÿìîé. Ïðîäëèâ ñòîðîíó A1C1 çà òî÷êó A1 íà äëèíó ñòîðîíû AC, ïîëó÷èì òî÷êó X. Çàìåòèì, ÷òî òðå-

óãîëüíèê AXC ïðàâèëüíûé, è AB‖XC. Òðåóãîëüíèêè C1A1B1 è C1XC ïîäîáíû, îòêóäà èìååì AB
CX = A1C1

A1C1+A1X
.

Òàê êàê AX = XC = AC, òî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå AB
AC = A1C1

A1C1+AC . Ïåðåâîðà÷èâàÿ

ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî è äåëÿ åãî íà AC ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

5. Çàìåòèì, ÷òî a4+ b2+1 > 2a2+ b2 > 2
√
2ab. Îòñþäà c

a4+b2+1
6 c

2
√
2ab

= c2

2
√
2
. Ñêëàäûâàÿ òàêèå íåðàâåíñòâà,

ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

6. Ïðîâåäåì îòðåçîê MB è çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ñèììåòðèè MB = MD = MN . Îòñþäà ∠MDC = ∠MBC =
∠MNB, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê DMNC âïèñàííûé. Îòñþäà ∠RAP = ∠ACB = ∠RDP , îòêóäà
ïîëó÷àåì, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê ARPD âïèñàííûé. Îòñþäà óæå ïîëó÷àåì, ÷òî ∠DAC = ∠DRP , ÷òî è îçíà÷àåò,
÷òî òðåóãîëüíèê DRP ðàâíîáåäðåííûé.



7. Çàìåòèì, ÷òî åñëè a > b � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, òî (a, b) 6 a − b (òàê êàê äåëèò ýòó ðàçíîñòü), îòêóäà

[a, b] = ab
(a,b) >

ab
a−b . Çíà÷èò, íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ñðåäè äàííûõ n ÷èñåë íàéäåòñÿ äâà ÷èñëà a > b òàêèõ,

÷òî ab
a−b > n2

4 . Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî, ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî
1
b −

1
a 6 4

n2 . ×òîáû äîêàçàòü ýòî, ðàçáåðåì îòäåëüíî

ñëó÷àè ÷åòíîãî è íå÷åòíîãî n. Ïóñòü, n = 2k. Òîãäà ñðåäè âûáðàííûõ ÷èñåë åñòü k+1 ÷èñëî, áîëüøå ëèáî ðàâíîå
k. Îáðàòíûå ê ýòèì ÷èñëàì íå ïðåâîñõîäÿò 1

k . Óïîðÿäî÷èì îáðàòíûå ÷èñëà è ðàññìîòðèì ðàçíîñòè ñîñåäíèõ.

Ýòèõ ðàçíîñòåé ðîâíî k, è çíà÷èò îäíà èç íèõ íå ïðåâîñõîäèò 1
k2

= 4
n2 . Òåïåðü ïóñòü n = 2k + 1. Çàìåòèì, ÷òî

òîãäà åñòü õîòÿ áû k + 1 ÷èñëî, áîëüøå, ëèáî ðàâíîå k + 1. Îòñþäà, òàê æå êàê è âûøå, çàêëþ÷àåì, ÷òî ñðåäè

îáðàòíûõ ê ýòèì ÷èñëàì íàéäóòñÿ äâà, ðàçíîñòü êîòîðûõ ñòðîãî ìåíüøå, ÷åì 1
k(k+1) . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ÍÎÊ

ýòèõ ÷èñåë ñòðîãî áîëüøå, ÷åì k(k + 1) è, çíà÷èò, áîëüøå ëèáî ðàâåí, ÷åì k(k + 1) + 1, ÷òî óæå áîëüøå, ÷åì
n2

4 = k2 + k + 1
4 .

8. Ïðîíóìåðóåì ñòðîêè ëåñà 1, 2, 3, . . . , 2011. Çàìåòèì, ÷òî â êàæäûõ äâóõ ñîñåäíèõ ñòðîêàõ ìîæíî, âî�ïåðâûõ,
ñïèëèòü äåðåâüÿ íå áîëåå, ÷åì â îäíîé ñòðîêå, è, âî�âòîðûõ, â êàæäîé ñòðîêå èç n äåðåâüåâ ìîæíî ñïèëèòü íå

áîëåå, ÷åì dn/2e (îêðóãëåíèå â âåðõíþþ ñòîðîíó) äåðåâüåâ. Ïîýòîìó â ïåðâîé ñòðîêå ìîæíî ñïèëèòü íå áîëåå

1-ãî äåðåâà, â ñëåäóþùèõ äâóõ ñòðîêàõ � íå áîëåå äâóõ, â ñëåäóþùèõ äâóõ ñòðîêàõ � íå áîëåå òðåõ è ò.ä. Òî åñòü

âñåãî ìîæíî ñïèëèòü íå áîëåå, ÷åì 1 + 2 + . . .+ 1006 = 1006 · 1007/2 äåðåâüåâ.
Ïðèìåð. Ñïèëèì â 1 ñòðîêå 1 äåðåâî, â òðåòüåé ñòðîêå 1, 3 è 5 äåðåâî, â ïÿòîé ñòðîêå 1, 3, 5, 7 äåðåâî è ò.ä.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îí ïîäõîäèò.

9. Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ñîäåðæèòñÿ â ðåøåíèè çàäà÷è 6 ëèãè ñòðàòåãèé.

10. Ïóñòü ôèøêà íàõîäèòñÿ íà ïîëå ñ ïðîñòûì ÷èñëîì. Áóäåì íàçûâàòü åãî ïðîèãðûøíûì, åñëè èãðîê, íà-

õîäÿñü íà ýòîé ïîçèöèè (ïåðåä ñâîì õîäîì), ïðîãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå ïðîòèâíèêà. Ðàññìîòðèì òàêîå

íàèìåíüøåå ÷èñëî n, ÷òî ÷èñëà n + 1, n + 2, . . ., n + 2010 ÿâëÿþòñÿ ñîñòàâíûìè (òàêîå n ñóùåñòâóåò, òàê êàê

b = 2011!+1 � òàêîå ÷èñëî, ÷òî b+ i
... i+1, i = 1, . . . , 2010). Ïóñòü p1 � íàèáîëüøåå ïðîñòîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿ-

ùåå n. ßñíî, ÷òî p1 � ïðîèãðûøíîå ÷èñëî, è ýòî ñàìîå áîëüøîå ïðîèãðûøíîå ÷èñëî, èáî áîëüøèå ïðîñòûå ÷èñëà â
èãðå íåäîñòèæèìû. Òîãäà ïðåäûäóùåå ïðîèãðûøíîå ÷èñëî p2 � ýòî íàèáîëüøåå ïðîñòîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå
p1 − 2011. Òàê êàê ïðîñòûå ÷èñëà ñðåäè p1 − 1, . . . , p1 − 2010 � âûèãðûøíûå. Àíàëîãè÷íî, ïðåäûäóùåå ïåðåä p2
ïðîèãðûøíîå ÷èñëî � ýòî íàèáîëüøå ïðîñòîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå p2 − 2011. Òàê ìû ñòðîèì ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü p1 > p2 > p3 . . . âñåõ ïðîèãðûøíûõ ïðîñòûõ ÷èñåë.
Íàäî óçíàòü, âõîäèò ëè â ýòó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñëî 2. Åñëè âõîäèò, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî 2 � íàèáîëüøåå

ïðîñòîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå pk − 2011. Íî òîãäà ÷èñëî 3 òîæå íå ïðåâîñõîäèò pk − 2011. Â ñàìî äåëå, èíà÷å

2 6 pk − 2011 è 3 > pk − 2011, îòêóäà pk = 2013 äîëæíî áûòü ïðîñòûì, ÷òî íåâåðíî.
Èòàê, ÷èñëî 2 âûèãðûøíîå, òî åñòü ïåðâûé èãðîê èìååò âûèãðûøíóþ ñòðàòåãèþ: îí îòïðàâëÿåò ïåðâûì õîäîì

âòîðîãî íà ÷èñëî pk, è åñëè âòîðîé ñìîã ñäåëàòü õîä, òî åãî ïåðâûé ìîæåò îòïðàâèòü åãî íà pk−1 è ò.ä.


